Bernd Becker — Technische Informatik | }

Sei a=a,, ..3a, eine Folge von Ziffern,
al {0,1}
rgl
Binardarstellung: <a> =a a2/
i=0
rgl

Zweierkomplement: [a,a, ... 3p] = 30. a2 —az2"
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Gegeben: 2 positive Binarzahlen <a> = <a,; ... 3>,
<b> =<b,4 ... by>,

Eingangsiibertrag c1 {0,1}

Gesucht: Schaltkreis, der Binardarstellung s von

<a> + <b> +c berechnet

Wegen <a> + <b> +c£ 22"-1)+ 1 =2n+1-1
genugen n+1 Ausgange des Schaltkreises.
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Ein n-Bit Addierer ist ein Schaltkreis, der die

folgende Boolesche Funktion berechnet:

+,: B2+l ® B2n+1,
(@n-1s =+ Qg s Progy s Dy, ©) ® (Sp, wees Sp) mit
<S> = <S, ... 5> = <@, ... 3> + <b,; ... bg> + C

BB TII } 11.1/4




Addieren nach der 1011
Schulmethode: + 0110
+11100

Y2434%431 %0 \

10001 Eingangsubertrag
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Der Halbaddierer dient zur Addition zweier
1-Bit-Zahlen ohne Eingangstibertrag.
Er berechnet die Funktion:

ha : B?® B?
mit  ha(ay, by) = (s1, So)

mit  2s; + S, = a, + by
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Folglich:
ha, =a,Ab,  ha, =a, Ub,
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dabei:
C(HA) = 2, depth(HA) =1
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Der Volladdierer dient zur Addition zweier
1-Bit-Zahlen mit Eingangstibertrag.
Er berechnet die Funktion:

fa:B3® B2
mit fa(aOI bOI C) = (Sll SO)
mit 2s;+sy=a;+bygtcC
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Aus der Tabelle folgt:

fao = aO A bO A Cc = haO(C’ hao(aol bo))

fa, =a, Ub, Uc U(a, A b,)
=ha,(a,, b,) +ha,(c, ha,(a,, by))

Kosten und Tiefe eines FA:
C(FA) = 5, depth(FA) = 3
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Hierarchisches Vorgehen:

(induktive Definition)

Flr n=1: CR, =FA

Far n>1: Schaltkreis CR,, wie folgt definiert

Bezeichnung:
Bezeichne den Eingangsiibertrag mit c_;, den Ubertrag

von Stelle i nach i+1 mitg .
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Der Schaltkreis CR,, ist ein n-Bit-Addierer.

Beweis durch Induktion:
n=1: v
n-1 > n:
Eingabe an CR,: (a,.1, ---, Qs bp-1s - Do, C1)
Zeige fur Ausgabe (s, ..., Sp) von CR,

<S8> = <S ... o> = <@,q ... 9> + <byq ... bg> +C
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Nach I.V.:
<Cy, So> = gy + by + ¢4 (FA)

Fur CR,1: <Sp ... 51> = <@pq ... 31> + <bpq ... b1> + g

Insgesamt:

<s So> = 2 %X<S,...5;> + S,

—
I.V.b) 2 X(<apq ...a;> + <b;...b;>+¢) +5p
I.V.a) 2 X<apq...a;> +ag+ 2 x<b,;..b>+by+c,

<a> + <b> + ¢4
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Schaltbild eines n-Bit-Addierers:

Kosten eines CR,,:
C(CR,) = n xC(FA) = 5n
Tiefe eines CR,:
depth(CR,) = 3 + 2(n-1)
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Der n-Bit Inkrementer
Der n-Bit Multiplexer
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Ein n-Bit Inkrementer berechnet die Funktion:

inc,: B"1 ® B"!,
(@1, +++r 39, C) ® (S, --ey Sp) mit
<S,...Sp> = <a> + ¢
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Ein Inkrementer ist ein Addierer mit

b,=0 i
=> Ersetze in CR, die FA durch HA.

Kosten und Tiefe:
C(INC,) = n xC(HA) = 2n
depth(INC,) = n xdepth(HA) = n

Ein n-Bit-Multiplexer (MUX,) ist ein Schaltkreis,
der die folgende Funktion berechnet:
sel,: B2"*1® B" mit

i(an—l"'ao)/falls s=1
Seln(an'll""aO’bn-ll"'lbOIs) =
1(b,,..b,), falls s=0

(sel.), =sxa +5,
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Kosten und Tiefe:
C(MUX,) =3n+1
depth(MUX,) = 3
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Gibt es billigere Addierer als CR, ?

Untere Schranken:
C(+,)3 2 xn, depth(+,) 3 log(n) + 1

Bindre Baume mit 2n+1 Blattern haben 2n innere Knoten.
Bindre Baume mit n Blattern haben mindestens Tiefe dog nu

Im folgenden sei n = 2k,
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Idee: Nutze Parallelverarbeitung, um Tiefe zu

reduzieren!

@p.1- Q@5 1Ay

i
7
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Ein CSA, besteht aus 3 CSA, »

Dabei steht x,, fir die n/2 héchstwertigen Bits,
x, fir die n/2 niederwertigen Bits der Eingabe
Es gilt: CSA, = FA
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Der CSA, hat die Tiefe O(log n).

Beweis:

n=1: depth(CSA;) = depth(FA) = 3

n>1: depth(CSA,) £ depth(CSA,;,) + depth(MUX,/2)+1)
£ depth(CSA,;) + 3
£ depth(CSA,4) + 3 + 3
£ depth(CSA,5) + 3+ 3 + 3

£ depth(CSA,o¥)) + k x3
£3 Xk + 1) = 3 log(n) + 3
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C(CSA,) = C(FA) = 5
C(CSA,) = 3 xC(CSA,,) + C(MUX 12+ 1)
= 3 xC(CSA,) + 3 xn/2 + 4

Zu losen ist also ein Gleichungssystem der Form
flh)=ax(z)+gh) und ft)=c

Betrachte dabei nur n =b*
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en 0, 6
ggszz b3 @

)+ a? xgfe)+ o <f(3)
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f(n) = g(n) + axg(z) + a2 >g(blz)+...

e e
bl

log, n

+a xC
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Seif :N® N mit
ft)=c, fl)=axff)+gln) " n=b*

Dann qilt fir alle n = b*

log, n-1

f(n)=a*"x+ g a >g(bl)

i=0

Beweis durch Induktion tber k.
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Seia=3,b=2,c=5

g(n) =3 +4

logn-1
Clcsa,) =377 55+ & 3 {3 +4)
i=0
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) 3logn — (2I093)Iogn — (zlogn )093 — o3

logn-1 logn _
i) 4xQ 3=4 = 1

i=0 =

i)
=7 3Iogn _ 1) = 2n|og3 )

ii) 2) - _ 33 30
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i, i)
p C(CSAn) — 5093 420993 _ 2 430993 _ 3

=10n°% - 3n- 2

Bemerkung:
Man kann CSA, in einfacher Weise modifizieren,
so dass Tiefe = O(log n) und Kosten = O(n log n).
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Gibt es Addierer mit linearen Kosten und logarithmischer
Tiefe? > Carry Lookahead Addierer

Idee:

Man kann das Problem reduzieren auf die schnelle
Berechnung des Ubertragbits ¢. Sind ¢ bekannt, so
ergibt sich s, durch a, A b, A c_;.

Berechnung der ¢ durch parallele Prafix-Berechnung!
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Sei M eine Menge,
c:M” M® M eine assoziative Abbildung.

Problem:
Realisiere die parallele Prafix-Funktion PP" durch

PP! :M"® M", PP(X, i,--1X0) =(Yn.1seeerYo) Mit
Yi=Xjo...oX, flUrO£i£n.
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Annahme:
o wird durch ein spezielles Gatter berechnet:

Beispiel:
A - Funktion fir o .

© ist assoziativ.
Idee:

Nutze Assoziativitat von o !
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Realisierung von PP’ :
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Sei n = 2k,

.0 X, 0 X,

Yaier = Xgie1 © Xy 0.
Oxzi)o'"o (X1 OXO)

2
(X2i+1

Yo = X5 0 X501 Xy 00 Xy 0 X

=Xy ° (XZi-l ° X2i-2)O e ® (X1 OXO)
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Mit x':=Xx,,, oX,, giltalso:

—_— 1
y2i+1 =X {Oues
—_— 1
Yo = X5 0 X 100X,

—_— —_— 1
= X5 °Ya1 = X5°Y54

Yo = X,
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1.Schritt:
Fasse jeweils benachbarte Paare x,;,, X,; zusammen:

r
X' = X1 © Xy
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2.Schritt:

Benutze Schaltkreis P, mit Inputs x'; , 0£i £n/2 - 1:
Y’ =X’ = X1 °Xp = Y1
y's = X'yoX'y = (X3 0 %) o (X, 0 %) =Y
Y = XX 10Xy = (Xs0X4)o (X5 0%,)0 (X, 0 Xg) = s

:(Xn_IOXn_Z)O...O(XIOXO) :yn-l
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3.Schritt:

Erganze die fehlenden y; mit i gerade:

Yai = Xg0 (Xpp1 0o 09X} = X5 054 1E1£3-1
Yo = Xo

> Schaltkreis P, zur Realisierung von PP’
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P, hat Kosten C(P,,) £ 2n und
Tiefe depth (P,) £ 2 log(n) — 1 fiir n=2%,

Beweis:
n=2k also C(P,) £ 2k*1, depth(P,)) £ 2k-1

1) Kosten:
k=1: C(P) =1
k-1® ki  C(PX)ECKP)+2¢1 =2
£ Ok 4k = k+t
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Beweis:

2) Tiefe:
k=1: depth(Py) =1
k-1® k: depth(P2') = 2 + depth(P2")
£2+2(k-1)-1)
=2k-1
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FirO£i<n: s, =aAb Ac_,
- Schnelle Berechnung der ¢;_; genligt

Ay g ..@,1a,...9

j+1

aj.
L..by, bbb ...b

I

n-
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Betrachte Stellen i bis j, i £]j.
Fir Belegungen von (a; ... &) und (b; ... b;) kénnen genau
3 Falle auftreten:

¢; = 1 unabhangig von ¢y, d.h. fir ¢;=0und ¢, = 1

Sprechweise:
Stellen i bis j generieren einen Ubertrag.
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CJ - 1 0 Ci-]. = 1
Sprechweise:
Stellen i bis j propagieren einen Ubertrag.

¢ = 0 unabhangig von ¢4, d.h. flr ¢;=0und ¢, =1

Sprechweise:
Stellen i bis j eliminieren einen Ubertrag.
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Definiere die Funktion
g, Py, {0,13"® {0,1} furO£i£j<n mit

i 1: Stellen ibis jgenerieren Ubertra
gj,‘-(a, b) =i .. 19 °
i 0: sonst

1: Stellen ibis j propagiere n Ubertrag
0: sonst

i
Pj; (a/ b) = 1
|

Bemerkung:
g;; und p;; hangen nur ab von g, ..., g, b ..., b}!
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p,=aAb furO£i<n
g, =a Ub firO£i<n
Flri £k <j:

Oii = Gjk+1 U(gk,i U pj,k+1)

P;i = Py, U P; k+1

FarO £i<n:

Ci =G0 tPip X1
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Es genlgt also, g; o, pio (0 £i < n) zu berechnen.

Si :aiAbiACi—l =P, A(gi-l,o P10 Xc—l) firl£i<n
Sn = Ch1 TGh-1,0 TPh-1,0 X4
So =a,AbyAc, =p,oAc,

Um parallele Prafixberechnung anwenden zu kdnnen,
benotigt man einen geeigneten assoziativen Operator o
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WELIE

M=(B,), -:B,) (B,)® B,) mit
(9;/p,)° (9.,p:) = (g, U(g, Up,),p, Up,)
Damit 1aBt sich 2) schreiben als

(©,P5:) = @5e1:Py1)° (G, Pxs)

Es gilt: C(o) =3
depth(o) = 2
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Die Operation © ist assoziativ.

Beweis:
Nachrechnen unter Verwendung von Gesetzen der
Booleschen Algebra.
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Aus 2) und der Assoziativitat folgt:

(gi,Olpi,O) = (gi,i’pi,i)o oo © (91,1Ip1,1)° (go,OIpo,o)

Wende nun parallele Prafixberechnung an.
(9,0/P5) (O£i<n) lassen sich aus 9,0 Pij
bestimmen mit Kosten £ 2nxC(c) = 6n

und Tiefe (2log(n) - 1) xdepth(c) = 4log(n) -2
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Kosten: C(CLA,) £6n + 2n + 3n = 11n

Tiefe: depth(CLA,) £4 log(n) —2 +1 +3
=4 log(n) + 2
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Wiederholung:

Formale Darstellung:

[anan-l"'ao] s [b bn-l"bO] =

n

(— an2”)+(— b,12”)+n§_1ai2i +n§_1bi2i
i=0 i=0
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Zur Addition von (n+1)-Bit-Zweierkomplementzahlen
kann man (n+1)-Bit-Bindraddierer benutzen.

Der Test, ob das Ergebnis durch eine (n+1)-Bit-
Zweierkomplementzahl darstellbar ist, d. h. ob das
Ergebnis aus

R, ={-2", ..., 2"-1} ist,

laBt sich zurtickfihren auf den Test ¢, = ¢ ;.
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Uberlauf
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Seiena,bi B™., c,T {0,1}undsi {0,1}"+1,
so dass <c, s> = <a> + <b> + c;.

Dann gilt:

i) [a]+[b]l+c,T R, U, =c,,

i) [a]+[b]+c,T R, b [a]+[b]+c_, =s]

Beweis durch Fallunterscheidung [a],[b] beide positiv,
beide negativ bzw. O.E. [a] negativ, [b] positiv
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Steht ¢,y nicht zur Verfligung (z.B. CSA),
so kann man den Uberlauftest

[a]+[b]+c-1.|. Rn U an :bn t Sn

verwenden.
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