Definitionen

Sei f eine Boolesche Funktion mit einem Ausgang.
Ein Implikant von f ist ein Monom g mit y (q) £ f.

Ein Primimplikant von f ist ein maximaler Implikant g von f,
d.h. es gibt keinen Implikantens (s * q) von f mit y (q) £y (s).

Veranschaulichung durch n-dimensionalen Wiirfel

Ein Implikant von f ist ein Teilwiirfel, der nur markierte
Knoten enthalt.

Ein Primimplikant von f istein maximaler Teilwiirfel mit
dieser Eigenschaft.
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Implikanten
« alle markierten Knoten
::> « alle Kanten, deren Ecken alle
markiert sind
|:> « alle Flachen, deren Ecken alle
markiert sind
« alle 3-dimensionalen Wiirfel,
deren Ecken alle markiert sind.

allgemein
Die Implikanten sind die Teilwurfel,
deren Ecken alle markiert sind.




Es gibt 3 Primimplikanten,
der durch unseren Wiirfel
definierten Funktion:

Es gibt 3 Primimplikanten,
der durch unseren Wiirfel
definierten Funktion:
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Es gibt 3 Primimplikanten,
der durch unseren Wiirfel
definierten Funktion:
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Lemma
Die Monome eines Polynoms p von f sind alle Implikanten von f.

Beweis
Enthalt ein Polynom p von f ein Monom m,
welches nicht Implikant von f ist,
so gilt nichty (m) £ f,
d.h. es gibt eine Belegung (a;,...,a,,) der Variablen (x,,...,x,) mit
fa,,...,a,)=0
y (m)(a,,...,a,)=1, also auch y (p)(a,,...,.a,)=1,
d.h. Monom m ist ein Teilwiirfel, bei dem eine Ecke nicht markiert ist.
Demnach ist Polynom p kein Polynom von f.
Widerspruch!
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Zur Erinnerung

Die primaren Kosten cost,(p) sind gleich der Anzahl der Monomein p

Die sekundéaren Kosten cost,(p) sind gleich
der Anzahl der Literale in p plus die Anzahl der Monome in p.

Vereinbarung

Sei im folgenden cost = (cost, , cost,) die Kostenfunktion mit der Eigenschaft,

dass fiir zwei Polynome p und p' die Ungleichung cost(p) £ cost(p') genau
dann gilt, wenn entweder

cost,(p) £ cost,(p') oder
cost, (p) = cost,(p") und cost,(p) £ cost,(p")

gilt.
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Definition

Ein Minimalpolynom p einer Booleschen Funktion f ist ein
Polynom von f mit minimalen Kosten, d.h. mit der Eigenschaft
cost(p) £ cost(p') fir jedes Polynom p' von f.
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Satz
Jedes Minimalpolynom p einer Booleschen Funktion f besteht
ausschlieBlich aus Primimplikanten von f .

Beweis

Nehme an, dass p einen nicht primen Implikanten m von f enthalt.
m wird durch einen Primimplikanten m' von f Uberdeckt,
ist also in m" enthalten.

Es gilt demnach cost(m') < cost(m).

Ersetzt man in p den Implikanten m durch den Primimplikanten m',
so erhdlt man ein Polynom p' , das ein Polynom von f ist mit
cost(p") < cost(p) .

Widerspruch dazu, dass p ein Minimalpolynom ist!
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Lemma 1
Ist m ein Implikant von f, so auch m x und m x' fir jede Variable
x, die in m weder als positives noch als negatives Literal vorkommt.

Beweis
m » und m x' sind Teilwurfel des Wiirfel m.
Sind also alle Ecken von m markiert, so auch alle Ecken von m » und m x'.

Lemma 2
Sind m x und m %' Implikanten von f, so auch m.

Beweis
f2y (mx)+y (mx) =y (m) ¥ X)+y (M) ¥ (X) =y (M) Xy (X)+y (X)) =y (M)
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Ein Monom m ist genau dann ein Implikant von f, wenn entweder
m ein Minterm von f ist, oder

m x und m x Implikanten von f sind
flr eine Variable x , die nicht in m vorkommt

also

miA[mpl[k,u,nf(f) U ~
[mI MLHT&?!'HI(f)] U [m >§<,m>§<‘l Imphk(tnt‘(f)]

Beweis

folgt unmittelbar aus Lemma 1 und Lemma 2
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