Bernd Becker — Technische Informatik | }

Ein Rechner kann traditionell
Zeichen verarbeiten (Textverarbeitung),
mit Zahlen rechnen,
Bilder darstellen.

Ein Algorithmus kann zwar prinzipiell mit abstrakten
Objekten verschiedener Art operieren, aber diese
mussen im Rechner letztendlich als Folgen von Bits
reprasentiert werden.
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Wie werden im Rechner Zeichen dargestellt ?

fehlererkennende und fehlerkorrigierende
Codes (Bsp.: Parity Check, Hamming-Code)

Haufigkeitscodes (Bsp.: Huffman-Code)
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Sei A={a,,...,a,; ein endliches Alphabet der Grdsse k.

Eine Abbildungc: A® {0,1}* oderc: A® {0,1}" heiBt
Code, falls ¢ injektiv ist.

Die Menge c (A) := {wl {0,1}* |$alTA: c(a)=w } heiBt
Menge der Codeworter

Ein Codec: A ® {0,1}" heiBt Code fester Lange.
Fir einen Code c : A ® {0,1}" fester Lange gilt: n 3 éog, ki
Ist n =dog, ky +r mitr >0, so kénnen die r zusatzlichen Bits

zum Test auf Ubertragungsfehler verwendet werden (siehe
spater).
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(7-Bit) Code zur Darstellung von Zeichen in Rechnern
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Ein Ubertragungsfehler (Abspeicherungsfehler) eines
Wortes liegt vor, wenn die empfangene Bitfolge verschieden
von der gesendeten Bitfolge ist.

Ubertragungsfehler = Kippen von Bitstellen (0® 1,1 ® 0)
Ubertragungsfehler erhéhen die Distanz dist(v,w) zwischen
der gesendeten Bitfolge v und der empfangenen Bitfolge w,

wobei man unter der Distanz zweier Bitfolgen die
Anzahl der Stellen versteht, an denen sich die beiden
Bitfolgen unterscheiden.

Ein Ubertragungsfehler heiBt einfach, wenn dist(v,w)=1 gilt.
Beispiel

dist(00001101,10001100) = 2

dist(00001101,00001101) = 0
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Seic: A® {0,1}" ein Code fester Lange von A.

Der kurzeste Abstand _
dist(c) := min{ dist(c(a; ),c(a;)); aj,a;] A mit a;*a; }

zwischen zwei verschiedenen Codewortern heiBt Distanz des
Codes c .

Der Code c heiBt k-fehlererkennend, wenn der Empfanger in
jedem Fall entscheiden kann, ob ein gesendetes Codewort durch
Kippen von bis zu k Bits verfalscht wurde.

Lemma

Ein Code c von fester Lange ist genau dann
k-fehlererkennend, wenn dist(c) 3 k+1 gilt.
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Sprechweise

Eine Bitfolge w T {0,1}" besteht den Paritétstest (engl.
Parity-Check), wenn die Anzahl der gesetzten Bitstellen,
d.h. die Anzahl der auf 1 gesetzten Bitstellen, gerade ist.

Beispiel

Seic: A® {0,1}" ein Code fester Lange von A.

Betrachte den Code C : A ® {0,1}"*1, der aus Code c
entsteht, in dem eine Bitstelle an jedes Codewort c(a) hinten
(oder vorne) angefiigt wird und so gesetzt wird, dass der
neue Code C(a) den Gleichheitstest besteht.

b Code C ist 1-fehlererkennend !
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Seic: A® {0,1}" ein Code fester Lange von A.

Der Code c heiBt k-fehlerkorrigierend, wenn der
Empfanger in jedem Fall entscheiden kann, ob ein gesendetes
Codewort durch Kippen von bis zu k Bits verfalscht wurde,
und das gesendete Codewort aus der empfangenen Bitfolge
wieder restaurieren kann.

Lemma
Ein Code c von fester Lange ist genau dann
k-fehlerkorrigierend, wenn dist(c) 3 2k+1 gilt.
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Sei M(c(a;), k) := {w 1 {0,1}" | dist(c(a; ),w) £ k}
die Kugel um c(a; ) mit Radius k

Dann gilt:
c ist k-fehlerkorrigierend U
" @, a; itjgilt: M(c(a;),k) C M(c(a;),k) =g
Fir den Beweis ist also zu zeigen:
[ & a itjgilt: M(c(a;),k) C M(c(a;),k) =¢]
U dist(c) 3 2k+1
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P

Annahme: dist(c) < 2k+1

d.h. $ a; , a; mit dist(c(a; ),c(a;)) = I mit | < 2k+1;

also gibt es eine Folge: c(a;)) =bg,b,..., b1, by bys1,---by=(a;)
mit dist(b;, b;,;) = 0 oder dist(b;, b;;;) = 1 (i=0,...,2k-1),

also b, T M(c(a;),k) C M(c(a; ),k)
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"U .

Annahme: M(c(a;),k) C M(c(a;) k) t @

Es gibt also b im Durchschnitt mit:

dist(c) £ dist(c(a; ),c(a;)) £ dist(c(a;),b) + dist(b,c(a;)) £ k + k
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Seic: A® {0,1}"+*r ein 1-fehlerkorrigierender Code fester Lange
von A mit

|A]=2m
m 3 3.

Satz
Es gilt r3 1+dog, ml

Beweis

M;(a):={bl {0,1}m+r : b entsteht durch Kippen von bis zu einem Bit aus c(a)}
Es muss gelten M,(a;) CM,(a,)=/fur alle a;,a,l A.

Es gilt [M;(a)|=m+r+1 fir alle al A.

P 2M(m+r+1) £ 2M+" woraus die Behauptung (nach kleiner
Rechnung) folgt
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(m+r+1) £2"b r3 1+ dog, mi

Sei dazu m= 2K + | mit |,k natlrliche Zahlen, | 3 0und k maximal
dann gilt

(m+r+1) £270

2+l +r+1£2°p

k<rU

k+1£r U

1+dog, ma£r
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ist 1-fehlerkorrigierender Code

erweitert nicht fehlerkorrigierenden Code um r Bitstellen;
dabei wird die Anzahl r der Zusatzbits so gewahlt, dass r
minimal ist unter der Bedingung m +r £ 2" - 1 und entspricht
somit exakt der Bedingung aus dem Beweis des letzten Satzes
fur die minimale Lénge eines 1-fehlerkorrigierenden Codes!

ist also optimal im Hinblick auf die Zahl der erganzten Stellen

es werden z.B. fir die Codierung eines Alphabets A mit
|[A|=2m und m = 2k insgesamt

m +1+ élog, ml

Bitstellen bendétigt.
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Erweitere nicht fehlerkorrigierenden Code um r Bitstellen.

Benutze die Bitstellen 29, 21, ... 2! als Uberpriifungsbits,
wobei die Bitstelle 21 die Bitstellen liberpriift, deren
Bindrdarstellungen an der j-ten Stelle eine 1 haben.

Die Bitstelle 23 wird so belegt, dass gerade viele Bitstellen,
deren Bindrdarstellungen an der j-ten Stelle eine 1 haben,
gesetzt sind.
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Uncodiertes Zeichen: 0111 0101 0000 1111
m=16,r =5

Wie sieht nun der Hamming Code dieses Zeichens aus ?

Der Code wird auf 21 Bitstellen verlangert
Die "Zweierpotenz"-Bitstellen werden als Uberpriifungsbits benutzt

01110 1010000 _111 _1_ _

wobei die Bitstelle 2 die Bitstellen tiberpriift, deren
Binardarstellungen an der j-ten Stelle eine 1 haben.

Die Bitstelle 21 wird so belegt, dass gerade viele Bitstellen, deren
Bindrdarstellungen an der j-ten Stelle eine 1 haben, gesetzt sind.
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zu codierende Bitfolge

=

Das Uberpriifungsbit
2! Uberpruft die Bitstel-
len, die in ihrer Binar-
darstellung an der j-ten
Stelle eine 1 haben.

O R PP OFP OF OO OO L kLB
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zu codierende Bitfolge

=

O R PP OFP OF OO OO R R

zu codierende Bitfolge

=

O R PP OFP OF OO0 OO K kLR

Das Uberpriifungsbit
2 tberpruft die Bitstel-
len, die in ihrer Binar-
darstellung an der j-ten
Stelle eine 1 haben.

BB Til1 } 6.1/19

Der Prifbitwert ergibt
sich aus der Summe
modulo 2 der jeweiligen
Spalte

Das Uberpriifungsbit
2! Uberpruft die Bitstel-
len, die in ihrer Binar-
darstellung an der j-ten
Stelle eine 1 haben.
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0111 0101 0000 1111

ergibt sich zu

01110 1010000111109
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Hamming Code von 0111 0101 0000 1111

01110 101 0000Y 111V 1V 0

Nehme an, es gibt einen Fehler an Position 13!
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Hamming Code von 0111 0101 0000 1111

01110 1 100 0000 0 1110 100

Nehme an, es gibt einen Fehler an Position 13!

Wie findet man den Fehler ?
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zu codierende Bitfolge

=

F O 1o o O lIo

Fehler muss sich in
Zeile 8+4+1=13 befinden !

OO P P P OFr O O O O OO F Pk

Die Spalten 8, 4 und 1 bestehen
den Gleichheitstest nicht !
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Ziel
Reduktion der Lange einer Nachricht durch Wahl verschieden langer
Codeworter fiir die verschiedenen Zeichen eines Alphabets

Idee
Haufiges Zeichen ® kurzer Code
Seltenes Zeichen ® langer Code

Voraussetzungen
Haufigkeitsverteilung ist bekannt ® statische Kompression s
Haufigkeitsverteilung nicht bekannt ® dynamische Kompression
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bekanntester haufigkeitsabhangiger Code

Beispiel

Zeichen

Haufigkeit [%]

Baue binaren Baum, in-
dem die beiden kleinsten
Haufigkeiten jeweils zu ei-
nem neuen Knoten ad-
diert werden

Markiere nun die linken Kanten mit O
und die rechten Kanten mit 1,
fertig ist der Huffman-Code!
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Zeichen

Haufigkeit [%]

Erzeugte Codierung

c d e f g

h

i J

10 110 1110 0100 0101 0110 0111 11110 11111

Grundlegende Definitionen fiir Codes
Fehlererkennung, Fehlerkorrektur
Beispiel: Parity Check, Hamming Code

Viele weitere Verfahren:
Zweidimensionaler Parity Check

CRC (Cyclic Redundancy Check):
Standard bei Ubertragungen tber das Netz

Haufigkeitsabhangige Codes: Huffman
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